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Rettevejledning.

Opgave 1. Vi betragter fjerdegradspolynomiet P : C — C, som er givet
ved forskriften

Vze C:P(z) =2 +62° + 1322 + 122 + 4.

Desuden betragter vi differentialligningerne

(%)

og

()
(1)

d*x d*x d?x dx
— + 60—+ 13—+ 12— 4+ 42 =0
at PO TR TE g Tl

d*x d®x d*x dx
— 46— + 13— + 12— 4+ 4 = 72¢' + 20.
at PO T g Tre g s e

Vis, at tallene z = —1 og z = —2 er rgdder i polynomiet P. Bestem
dernaest samtlige rgdder i polynomiet P.

Lgsning. Ved udregning ser vi, at P(—1) = P(—2) = 0. Desuden ser
vi, at faktoriseringen

VzeC:P(z)=(z+1)*(z+2)?

er geeldende, sa P har rgdderne z = —1 og z = —2 begge med multi-
plicitet 2.

Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen (%), og be-
grund, at (%) er globalt asymptotisk stabil.

Lasning. Den fuldstendige lgsning til differentialligningen (x) er

T =cre "t +eote ™t + cze 2 4 eqte™?, hvor ¢, c9,c3,c4 € R.



Da rgdderne i polynomiet P er negative, er () globalt asymptotisk
stabil.

(3) Bestem den fuldsteendige lgsning til differentialligningen ().

Lgsning. Vi gaetter pa en lgsning af formen & = Ae' + B, hvor A, B €
R. Ved indsettelse i differentialligningen (xx) far vi, at 36 Ae’ + 4B =
72¢' + 20, sa A = 2 og B = 5. Den fuldsteendige lgsning til (%) er
derfor

T =cre '+ egtet +cge 2 4+ eqte ™ 4+ 2et + 5, hvor ¢q,c9,c3,¢4 € R.

En homogen, linezer differentialligning af femte orden har det karakte-
ristiske polynomium @ : C — C, som er givet ved forskriften

VzeC:Q(z)=(2+1)P(z).
(4) Opskriv denne differentialligning og bestem dens fuldsteendige lgsning.

Lgsning. Vi ser, at polynomiet () har forskriften
VzeC:Q(z) =2+ 72" +192% + 252% 4+ 162 + 4,

som har rgdderne z = —1 med multiplicitet 3 og z = —2 med multi-
plicitet 2.

Den sggte differentialligning er derfor
d°x d*x d3x d*x dx
— + 77—+ 19—+ 25— + 16— + 42 =0
a T T as T T P Y

som har den fuldsteendige lgsning

T =cre tteote i est’e e este ™, hvor ¢, co,c3, 4,05 € R.

Opgave 2. Vi betragter korrespondancen F': R — R, som har forskriften

[0,1], forz <0
F(z)=<10,2], for0<z<3.
[0,3], forz>3

og den funktion f:R? — R, som er givet ved udtrykket

V(z,y) € R*: f(z,y) = 2° + zy.



(1) Vis, at korrespondancen F' har afsluttet graf egenskaben.

Lgsning. Grafen for korrespondancen F er en afsluttet maengde i R?,
sa F' har afsluttet graf egenskaben.

(2) Vis, at korrespondancen F ikke er nedad hemikontinuert.

Lgsning. Vealg y = 2, og veelg en folge (xy), sa z, < 0 for ethvert
k € N. Antag, at (zx) — 0. En folge (yx), hvor y, € F(zx) = [0, 1],
kan ikke veere konvergent med y = 2 som graensepunkt. Dette viser, at
korrespondancen F' ikke er nedad hemikontinuert.

(3) Vis, at korrespondancen F' er opad hemikontinuert.

Lgsning. Vi bemaerker, at F(x) C [0,3] for ethvert z € R. Heraf
folger pastanden umiddelbart.

(4) Bestem maengden af alle fikspunkter for korrespondancen F. [Et fiks-
punkt for F' er et punkt, sa x € F(z).]

Lgsning. Korrespondancen har fikspunkerne z* € [0, 2] U {3}.

(5) Bestem en forskrift for den maksimale veerdifunktion v, : R — R, idet

udsagnet
Ve R :v,(r) =max{f(z,y) |y € F(x)}

er opfyldt.

Lgsning. Vi finder, at

x°, forz <0 med y =0

0, for z = 0 med y € [0, 2]
22+ 2x, for0<x<3medy=2"
2?2+ 3z, forx >3 medy =3

vu(2) =

(6) Bestem en forskrift for maksimumskorrespondancen M, : R — R, som
er defineret ved udtrykket

VeeR: M (z)={y € F(z) | vu(z) = f(z,y)}.



Lgsning. Man far, at

{0}, forxz<O
) 0,2], forxz=0

M () = {2}, forO0<z <3’
{3}, forxz>3

Betragt korrespondancen G : [0,4[— R, som er givet ved forskriften

~(0,2], for0<z<3
G(x)_{[O,B], for3<z<4’

(7) Har korrespondancen G afsluttet graf egenskaben?

Lgsning. Grafen for korrespondancen G er maengden
Gr(G) = ([0,3[x[0,2]) U ([3,4[x[0, 3]),

der er en afsluttet maengde i delrummet M = [0, 4[xR.

Korrespondancen G har derfor afsluttet graf egenskaben.

Opgave 3. Vi betragter den symmetriske 3 x 3 matrix

1 0 —1
A= 0 1 0
-1 0 1
og vektordifferentialligningerne
dz dz L
(1) E:Ax og (i) E:quL _21 :

hvor z € R3.

(1) Vis, at vektorerne v; = (1,0,1),v9 = (0,1,0) og v3 = (—1,0,1) er
egenvektorer for matricen A, og bestem de tilhgrende egenveerdier.

Lgsning. Vi ser, at Avy = 0, Avy = vy og Avs = 2v3, hvilket viser,
at vektorerne vy, vo 0og v3 er egenvektorer for matricen A, og at de
tilhgrende egenveerdier er A\; = 0, Ay = 1 og A3 = 2.



(2) Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (7).

Lgsning. Vi ser, jvf. det ovenstaende, at den fuldstendige lgsning til
vektordifferentialligningen () er

T 1 0 —1
z=| 2 | = | 0 | +ee | 1 |+ cze? 0 ,
T3 1 0 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.

(3) Opskriv den tilhgrende fundamentalmatrix ®(t), og bestem resolventen
R(t,0).

Lgsning. Vi ser umiddelbart, at

1 0 —e* 10 -1
o(t)y=| 0 ¢ 0 , sa ®0)=(0 1 0
1 0 e 10 1
Da er
: 03
—1
(®©0) = 0 1 0),
1 g 1
2 2
og vi far sa, at
1 0 —e” 5 03
_ 2 2
R(t,o)zé(t)(cb(())) —lo e o ) 0 10 |=
1 0 e -190 !
e 0 fote
0 et 0
Ldet 0 L e

(4) Bestem den fuldsteendige lgsning til vektordifferentialligningen (7).

Lgsning. Hvis k¥ € R? er en konstant lgsning til vektordifferential-
ligningen (i7), ma det geelde, at

0= Ak + 2 & Ak = — 2



Dette linegere ligningssystem har uendelig mange lgsninger, og vi veelger
fx lgsningen k = (0, —2, 1). Da er den fuldstaendige lgsning til (i7) givet
ved udtrykkt

z=| 2 | = | 0 | +ce| 1 |+ cye 0 +1 -2 1,
T3 1 0 1 1

hvor ¢y, c9,c3 € R.

Opgave 4. Vi betragter integralet

](:c)z/o1 <4x2+2:t2)etdt:/01 [4x2+2<(j;>2]etdt

og den funktion F': R? — R, som har forskriften
V(z,y) € R*: F(z,y) = (42® + 2y*)e".
(1) Vis, at funktionen F er konveks overalt pa definitionsmeaengden R?.

Lgsning. Vi ser, at %€ = 8ze’ og ‘3—5 = 4yet. Nu ser vi, at funktionen

F = F(x,y) har Hessematricen

y (8" 0
F(l’7y)—( O 4et>7

som er positiv definit overalt pa R? for ethvert ¢ € [0, 1].

Dette viser, at funktionen F' = F(z,y) er (endda strengt) konveks
overalt pa R2.

), der minimerer integralet I(x), idet

(2) Bestem den funktion a* = x*(¢
1) = 7(e — e?) er opfyldt.

betingelserne z*(0) = 0 og x*(

Lgsning. Vi opstiller Euler-Lagranges differentialligning og far dermed,
at

x—t<x>—0<:>8l’€— ze —dre =02+ —2r=0

Den fuldsteendige lgsning til denne homogene differentialligning af an-

den orden er

2t

T = cie' + coe” ", hvor ¢i,c € R,



thi det karakteristiske polynomium er P(\) = A\* + X — 2, og de karak-
teristiske rgdder er Ay = 1 og Ay = —2.

Af initialbetingelsen x(0) = 0 far vi, at ¢; = —¢y, sa vi nu har, at
T =c (et — 6_2t), hvor ¢; € R.

Af finalbetingelsen x(1) = 7(e — e~2) far vi dernaest, at ¢; = 7.

Den gnskede lgsning er derfor



